















る人口成長率 (=最適人口成長率) が存在すること, および市場均衡において新古典派的なゴー
ルデン・ルール ・パス(利子率=人口成長率)が達成されるときにはこの人口成長率が最適人口











ロに低下することを想定したほうが現実的であるとした上でl ), ,f = 0 のケースを取り上げ,
最適人口成長率が存在する可能性を排除したのである。
その後,重複世代モデル(overlapping generation model)をペースにした研究は, 2つの著
書の副題,すなわち,1991年のMcCandless Jr.[4]の副題”AnOverlapping Generat onAp-
proach”や2002年のCroix and Michel[1]の副題”Dynamics a d Poli yinOverlapping
Generation” が示すように, 経済成長理論分野の重要な一角を構成するまでになったが, 最適人
口成長率に関する研究としては, l993年のMiche1 andPestieau[5]が唯一のものである。




彼らの論文は, CIES効用関数 2 )  と CES生産関数を取り上げて, 「異時点間の消費の代替の弾力
性」と「生産要素の代替の弾力性」がともに小さいときに,Samuelsonの「最適」人口成長率
が存在することを示したものであった。
この論文では, Micheland Pestieau[5]のように, 効用関数をCIES効用関数に特定化する
ことはしないで, Samuelson-Deardorffの論争に戻つて, よ り一般的なCobb-Douglas型効用関
数を用いて議論を展開していく。すなわち, この論文の日的は,第1に,Takahashi[10]の観
点からSamuelson-Deardorffの最適人口成長率をめく'る論争を整理し直すこと, 第2に,












れ, また, 若いときに受け取つた所得が時蓄され老後の生活を支えるものと仮定されている。 さ
らに子孫に遺産を残さないとものとすれば, この代表的個人の予算制約は,
C lt十 St= ωt
C2t十 l= ( 1十「 t十1)St
となるが, ここから直ちに
c 1l十 c2l+1( 1十r-)-1 = ωl ( l )( 2 )( 3 )
が得られる。 ここで,cは消費, ωは賃金,rは利子率, sは貯蓄を表している。 また時間の流れ
を明確にするために, すべての変数に時間変数として下付きの添え字 (tとt+1) をっけて現在
期 間 (t期 ) と 将 来 期 間 (t+ 1期)を区別し, さらに消費にっいては消費cに上付きの添え字
( 1 と 2 ) をっけて,若いとき(個人の第1期)の消費と年老いてからの(個人の第2期の)消
費を区別している。したがって,t期に生まれた人の若いとき(第1期)の消費がcl,として,




またこの人はt+1期には引退生活をおく ることになるが, この期間の消費がc2,+1 として示され
ることになる。
代表的個人は,この予算制約式に従つて効用関数U を極大にする。一般にはU は「厳密な準
凹関数」 と仮定されることが多いが, ここでは後の議論を簡潔にするために, 最初から1og-
1inearの効用関数を仮定することにする。
U =βlogclt十 (1一β)10gc2t+1 (ただし, 0 < β < 1 )  ( 4 )
この代表的個人が, (3)式の予算制約に従つて効用を極大にすれば, 最適解として
C lt =βωt
C 2t十 l(1十「 j.十、)-l= S l=(1一β)lllt
が得られる。
貯蓄s,は,t+1期の資本ストックKt +1として利用される。 したがって, 均衡においては
slLl= K - ( 5 )( 6 )( 7 )
が成立する。ただし,L,は t期に生まれた人の数である。いま人口が各期gの割合で成長してい
る仮定すれば,(7)式は
ht+ l= St(1十g)-l=(1一β)(1十g)-1 110t ( 8 )
として書き直すことができる。 ただし,k,+ lは 1l+1期の労働者1人あたりの資本ストックであ
る。 ここで労働者1人あたりの生産関数をf(h,)で表し, また貨金が利潤極大条件から決定され
るものとすれば,(8)式は
kt+ l= (1一β)(l十9)-l[f(kt)-ktf( J;tt)コ ( 9 )
がなる。 これが資本蓄積の経路を示す動学方程式である。 ( 9 )  式は, 長期均衡解々の近傍では
1 > -(1一β)(1+g)一、kf″(k) (10)









動を行つている。 したがって,t期に生存している人の社会的厚生は, 効用関数(4)  を前提と
すれば,





C lLt十 C 2tLt-1 十 K- =Yt十 K t
として,すなわち
C lt十 (1十g)-1 C 2t =f:kt)十 kt-(1十glkt+1 (13)
として示されることになる。

























( 3 ) 式 にu,,=f(,tl,)-k,f'(Jt,) とr-=f'(fi1)を代入した後,(3)式の両辺から(13)式
の両辺を引き整理すると,
1jkt+、一(1十gl)-1(1十f'(k-))-lc2-]-






(g -.f (1i))(1 +g)-l[k-(1十g)-l(1+f'(1l))-lc2] = 0  (20)
である。明らかに, (20)式は, この経済が定常状態にあるとすれば, (18)式が成立するゴール
デン ・ルール - パスか,市場均衡の長期解h (k= ( 1 +gl)-1 (1+f'(k))- 1 c2)か,あるいは両者
が同時に成立するか, のいずれかであることを意味している。 この結論は, 効用関数を特定化せ
ずとも導出することができるが, 効用関数を (4)式のように仮定すれば, (6)式からc2-
(1+rt.,1)-!=(1一β)ultが得られることから, (20)式の中のk =(1+g)-l(1+f'(k))-lc2が市
場均衡の長期解kを示す (11) 式と同一の式ものであることがよりいっそう明確になる。
















U =1og? (k)-g k]十 (1一β)1og(1十g)十A
となる。ただし,A=βlogβ+(1一β)log(1一β)である。
最適人口成長率g*を求めるために, 間接社会的厚生関数 (21) をgで微分すれば












(23) 式は, (11) 式, すなわち, 2.1節のレッセ・フェー ルの市場均衡の下での長期均衡解
kである。 このことから, 経済がある人口成長率gの下でレッセ・フェー ルの市場均衡によって,
偶然にも「ゴールデン・ルール ・パス」に到達可能であれば,その人口成長率gこそが最適人口
成長率g*であるということができるであろう。あるいは,同じことだが,人口成長率gが最適
人口成長率g* のときには, レッセ・フェールの市場均衡によって「ゴールデン・ルール ・パス」
を達成することが可能であるということができるであろう (Samuelson[7]はこれをSeren-
dipity Theoremと呼んだ)。

















として示すことができる。 ただし, αは分配率のパラメータ ( 0 < α < 1 )  であり, ρは代替パ
ラ メー タ (-1 <ρ:(;=1/(1+ρ))である。
準備として, まず, 労働の限界生産力を計算すると,
f(1l)-kf'(Jt)=(l一α)[αk-P +1一α]一、/P - 1 (25)
となる。 次に (18) 式で示されるゴー ルデン ・ルール ・パスをもたらす人口成長率gと定常状態
kとの関係を調べると,(24)式の徴分と(18)式より
a[αk-P 十 1一α]-l/P-1 1l-P-l=g
となることから
kp = ( 1_α)-l[(α/9)p/(1十p )_α]
(26)
(27)
が得られる。 最後に, 経済がゴー ルデン・ルール ・パスにあるときのCES生産関数の労働の限
界生産力は,(25)(26)式から,

















すでにDeardorff[1]によって示されている。 CES生産関数では,代替の弾力性o・が l よ り も
大きい場合(-1 <ρ < 0の場合)に,  (24)式より確認できるようにk→ °°のときf(,ll) → o°
となる。それゆえ,この場合に「最適」人口成長率が存在しないことは明らかであるけれども,
これをわれわれの方法で示してみよう。
第 1図のように,m (g )は ,切片(l- 19 )- ,傾き[1 +( 1一β)-l]の直線である。他方,
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h(g) は ,  原点を通る「1/(1+p )次曲線」であるが, ,1 > 1 (-1 < p く0)の場合には,gが大
きくなるにっれて傾きも次第に大きくなるため(h'(g) > 0 ,h" (g) > 0のため),  どこかでh(g)
が m(g) を 超 え る。(30)式から h(g) >m(g) の と き ,d U/dg> 0,h(g) <m(g)のとき,
d U/dg< 0 と な る。言い換えると, σ > 1 (- 1 < 1oく0)の場合には, h(g) =m(g)となるような
人ロ成長率g*が必ず存在するが, 0 < g <g* で dU/dg < 0, またg* < gでd Ufdg> 0となる。そ
れゆえ, このg* は,「最適」人口成長率ではなく,社会的厚生をもっとも低くする「最悪」人口
成長率である。なお, ,f =2(1o--0,5 ) の と き , grJl' = {1l1 +
= [ 1十 (1- 1lj)-t]α2)になる。
b2十4 a 1-1i - 1 }/2(ただし,1b
















周知のように, ( i= 1 (1o=0) の場合, CES生産関数はCobb-Douglas生産関数に帰着する。
Cobb-Douglas生産関数にっいては, Deardorffの反証から, (21〕 式に極値が存在するとすれば
そのときの人口成長率は 「最惡」人ロ成長率であることが明らかになっている。 われわれの方法
では,m(g)は ,第l図とまったく同じ直線であるが,h(g)は ,第2図のように,原点を通る
「傾きI/or 」の直線になる。したがって, 1/α>[1+(1- 13 ) l] , す な わ ち ( 1一α)(1- ,l3 ) >αな
らば,h(g) = m (g) となるg*は,g* = α[( 1-a)(1- 18)一α]-lとして求めることができるが,
このg* は, a > l (-l <p <0)の場合と同様の理由によって, 「最惡」人口成長率になる。
(l一α)(1- l) < α な ら ば ,g> 0 においてh(g) =m(g)が成立せず,  第 3 図 の よ う に ,
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第2図 σ=1のケース(その1)
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h(g) <m(g) となる。 したがってっねにdU/dgく0となる。 この場合, 人口成長率「ゼロ」にお
いて, 社会的厚生がもっとも高くなっている。
Deardorff[2]が最適人口成長率の存在可能性を排除していないのは, σ < 1 ( 0 <ρ) の
CES生産関数である。m(g) は ,  これまでとまったく同じ直線である。1li(g)は ,原点を通る
「1/(1+ρ)次曲線」であるが,gが大きくなるにつれて傾きも次第に小さくなっていく曲線で
あ る (:m'(g) > 0 ,m"(g)<0)。このために,第4図のように,h(g)-m(g)が成立せず,h(g)
< (g), したがってdU /dg<0となるか, あるいは, 第5図のように,h(g) =m(g) となる実根
解を2つもっか, のいずれかになる。第5図の場合には, 社会的厚生は,gの増加とともに,
dU/dg< 0 ,dU/dg> 0dUil:lg<0と変化するので, 人口成長率gと社会的厚生U の関係を図示す
れば,第6図のようになる。従つて,理論上は,Samuelsonのいう「最適」人口成長率が存在す
る。なお,第5図と第6図は,パラメータをσ=0.5(ρ= 1), α=0.05, β=0.4としたときの
グラフである(ただし,第6図のU は,(21)式を見やすいように変換している)。
そこで,第5図のように,h(g) =m(g)が2実根解をもっ可能性を検討してみよう。(31)
(32)式をみると, αとρが大きくなると,h(g)の値が小さくなり,また,  βが大きくなると,
m(g)の傾きと切片が大きくなり,これにともなってm(g)の値も大きくなることが分かる。
それゆえ, α, β, pが大きくなればなるほど,h(g)=m(g)が実根解をもっことが困難にな
る。さらにいうと,実根解をもつためには, 3つのパラメー タのうちαが極端に小さくなること
が要求される。例えば, σ=0.5(ρ = 1 )のときは, βが0.4とすれば,h(g) = m(g)が実根解




さらに,h(g) =m(g)が2実根解を持つ場合,社会的厚生が,gの増加とともに,d U/dg < 0,
dU/dg> 0 d U/dgく0と変化することから, 第6図のように, 2つの解の中で小さいほうが「最
悪」人ロ成長率,大きい解が「最適」人口成長率となる。どれくらいの時間スパンで人ロ成長率
を捉えるかが間題になるけれども, このモデルは (2世代からなる) 重複世代モデルなので, 1
世代として30年程度を想定することは, かなり要当な線であろう。 しかしながら, 30年間という
時間スパンで見ても, 人口成長率を100%以上に想定すること (30年間で人ロが2倍以上になる
こと)は現実から逸脱したものとなるであろう。例 え ば , 第 6 図 ( バ ラ メータとして, σ =
0.5(p =1), α=0.05,β=0.4)の場合,最適人口成長率が125%,最悪人口成長率が32%とな


























一/ /',,,r_/'一/ /,'' 一一一_一/__-・一/ /'
0 0.2 0.4 0.6 0.8
第4図 a,< 1のケー ス(その1)
h(g),m(g)
g
0 0.5 1 1.5 2













































0 0.5 1 1,5 2
第6図 人口成長率と社会的厚生
(tJ=0.5, a =0.05. 1li=0.4のケース)
4 .パラドックス:人口成長率と資本ストックの関係
g
これまで人ロ成長率g とゴー ルデン ・ ルール ・ パス上の社会的厚生U との関係を検討してき
たが, この両者の関係の背後には, ゴールデン ・ルール ・パス上の資本ストックと比較したとき
の市場均衡の資本ストックの過不足が関係している。
人ロ成長率gとゴー ルデン ,ルール ・ パス上の社会的厚生U の関係は, (22)式に端的に示さ
れるが, この式を少し変形すると,,
d U/alg = [flJ3)-g il]-l{(l- 11l)( 1 +g)- 1 [f(k)-hf'(,tl)]-k} (33)
が得られる。ここで後の識論のために,ゴールデン ・ルール ・パス上の資本ストックを区別する
ために, このkをkgと書き表すと,,
dUfdg = [f(kg)-gltg]- L i(l-1l1 ) ( I +g)-l[f(kg)-kgf'(jtg) ]-kg]l (34)
となる。 さらにdUldg = 0となるgの近傍において2階の条件を求めると






dk/dg = -(1-,l;)(1 +g)-lkf"(iil)dk/dg- (1一β)(1+g、)-2[f(it)-1itf'(iil)] (36)
となる。 これをk=kgをもたらす人口成長率であるg* の近傍で評価すれば
dk/dg= -(1一β)(1+g* )- 1,lgf"(kg)dk/dg-(1一β)(1+g* )-2[f (,tl1g)-hgf'(kg)]
(37)
すなわち,,
dk/dg = -(1一β)(1+g* )-2[f(kg)-kgf'(kg)][1十 (1-l1 )(1 +g* )-I1tgf' (1lg)]-1
= -[1十 (1一β)(1十g*)-1 kgf''(Jtg)]- 1(1十g* )-lhg (38)
が得られる。
先に導出された(35)式は,(37)式を考慮すると,,




dk/dg>dkg/dgならば, 社会的厚生 U が極小であること(d2Ufdg2 >0) ,  またdk/dg<dkg/dgな
らば,社会的厚生U が極大であること(d2U fdg2く0)を意味している。
(11)(18)式をgで徴分すれば,,
dk/dg= -[1+(1一β)(1+g)-lillf"(k) ]-l(1+g)-1 k< 0  (40)
dkg/dg=1/f"(Jtg)く0 (4l)
となるから,li と kgはgの增加ともに減少する。 従つて,k曲線と kg曲線はともに右下がりの
曲線になる。
Cobb-Douglas生産関数の場合, 社会的厚生 U が極小となるから,il=kgをもたらす人口成長
率であるg*においては,d1l/dg>dkg/dg,すなわち,k曲線の傾きがkg曲線の傾きよりも緩くな






この場合には, 逆によりいっそうの資本不足をもたらすのである。 また,g* <gでは,資本スト




少し, 労働者 (消費者) が受け取る所得も滅少するが,gが大きいので第2期の消費に及ばす効
果も大きくなることから,社会的厚生は増加する。しかしながらk よ りkgのほうが大きく減少




存在する。 この場合, これまでの議論から明らかなように, 島曲線とたg曲線の関係は, 第8図
のようになる(第8図は,第5図や第6図と同じパラメータの値(σ=0.5(l) = l ) ,  α=0.05,
,li= 0 . 4 )のときのグラフである)。il,=kg をもたらす2つの人口成長率のうち大きいほうが,,
「最適」 人口成長率g* *であり, 小さいほうのgが 「最悪」 人ロ成長率g#である。g#<g<g* *
では, 資本ストックが過剰(k> kg)であるが,人口成長率gが増加すると,k とkg はともに減
少するけれども, しだいに資本過剩が解消するとともに,g増加の効果から社会的厚生U も増
加する。また,g'* <gでは, 資本が不足(k< kg)しているので, 人ロ成長率gが減少すると,
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第8図 人ロ成長率と資本ストック











が可能である。横軸にk 縦軸に kと ( 1-19 ) ( 1 +g)-l [f(、k)-kf'(、k) ] を と る と ,  (10)式の
仮定から, 第9図のような曲線が得られる。kと ( l-ja )( 1 +g)1 [f(Jt)-kf'(k)]の交点E
から1l1が決定されるが, もしk> k g とすれば, この図より, k =(1-111 )(1 +g)- 1 [f(11,)-itf'(.1l,)]
> ( 1-1i)(1 +g)-1 [f (、kg)-kgf (hg) ] >kgは明らかである。この場合は, ( 3 4 )式よりdU /dg
> 0となる。またk<kgとすれば, この図よりk= ( 1-,li)(1 +g)l [f(1l1)-1kf'(il) ] < ( 1-e )
(1+g)- 1 [f(kg)-kaf'(、kg) ] <kgとなることから,  ( 3 4 )式よりdUfdg< 0 と な る。すなわち,
k> kgのときd U/dg> 0 ,i,<kgのときdU /dg<0である。 Cobb-Douglas生産関数の場合,0くg<
g*においてd U/dg< 0 ,g-g*においてd U/dg= 0,g>g*においてdU /dg> 0であったから,



















一 是-(1- 18 )(f-kf')/(1 +g)
k
dUfdgの「正負」の符号を媒介として, 0 <g<g*においてi<kg,g=g*においてk< kg, g> g*
においてit> kg となる。 さらに,k曲線と1;,曲線はともに右下がりの曲線であり ,gの增加とと
もに,k, k,,とも減少することを考え合わせると, この方法でも第7図が得られる。同様にして
CES生産関数の中でも非常に特殊なケースにっいては, 第8図が得られる。
5. コメント  :減価償却率について
Deardorff[2]では,Samuelson[7]の対する反例を挙げる際に,減価償却率(1l ) を 考
慮し,人口成長率gが「負」の値(g> -, l l ) を と り う る よにモデルに拡張している。この節
では, これにっいて若干の検討を行う。
減価償却率を考慮した場合,t期の経済全体の財の需給均衡は,
c lL!十c2tL1_ l 十Kt+1 -K1十 δKj-Yt
となる。 したがって, (13)式は
c1!十 (1十g)- ]c-1 -f(iit)十 (1-0 )ht- (1十g)k1 + 1












C l十C 2l+ l(1十「 l+ l)- 1 =ωt ( 3 )
に変更がない。 しかし, このモデルにおいて減価做却率を考慮した場合,t期の企業の利潤 (1,,)
は,









泉としている(すなわち,K = s,_lL,_l)。資本ストックが減価すれば, t期末の資本ストック
は ( 1- ,li)K ,となるはずであるが,t期には企業によってδK tの補填投資((45)式)が行わ
れるので,t期末の資本ストックは,期首の資本ストックK tと同額になる。従つてt期末の資本
ス ト ッ クK,は,過不足なく,t期に引退生活を送つている世代に対してその貯蓄の元本(s,_1
L,_l)として返済されることになる。この関係は,t+1期にっいてもあてはまるから,K -= s,
L,が成立する。 すなわち,
kt+ l= (1十9)-1 St= (1十g)-l(1十「 t+ l)- 1C 2- (48)








さて,t期の代表的個人の予算制約式(3) に(46) (47)式を代入した後, (3)式の両辺か
らf期の経済全体の財の需給均衡式(42)の両辺を引き整理すると,
[1lt +1-(1十g)-l(1十「 t+ l)-lC1l,l]-(1十「t+ l)(1十g)-l[kt-(1十g)- l(l十「t+ l)-1 C 2t] = 0
が得られる。 定常状態是を考えると
(g-r)(1十g)-l[1l1-(1十g)-1(1十r)- lc2] = 0
(49)
(50)
が得られる。 明らかに, (50) 式は, この経済が定常状態にあるとすれば, ゴールデン・ルール ・
パ ス (r=g,それゆぇ(44)式)か,市場均衡の長期解k ( k= ( 1 +g)- 1(1+r)- 1c2) か , あ る
いは両者が同時に成立するか, のいずれかであることを意味している。
Deardorff[2]は,人口成長率gが「負」の値(g> 一 δ ) を と りうるように,減価彼却率
(δ)を導入した。確かに一見すると,人口成長率が「負」の値(0>g>一δ)であったとして
も, (44)式が成立すれば,この経済は,ゴールデン - ルール ・パスに到達できるように思われ
る。しかしながら,(50)式を検討すると,人ロ成長率,gは,g=rであることが要求される。利
子率(賃貸率)rは「負」の値をとらないから,人口成長率gが「負」の領域(0>g> 一 δ ) に
あるときg=rは,経済学的意味をもたない。それゆえ,Deardorff[2]が0>g>一δの人口成
長率を検討したこと, 及びSamuelson[9]がDeardorffの反例に同意して0>g> 一δの領域の





















科博士後期課程中の1975, 1976年であった。 この一連の論文を読んで, 直ちにこの論文の第3節
のもととなった「粗い」アイデアを得ることができた。なけなしの奨学金をはたいて束京・ 日 本





年間, 机の引き出しで眠り続けることになった。 今回, これを題材にして全面的に書き直したの
が (30年前の論文の痕跡は, まったくなくなったが), この論文の第3節である。
この「論文」が机の引き出しで眠り続ける一方で, 同じ重複世代モデルをつかって直ちに成果
が得られたのは, 資本蓄積と所得再分配の間題を検討したTakahashi [10] であった。 これは,
1979年9月に開催された理論- 計量経済学会(現在の日本経済学会)の年次大会(会場:東京都
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